SOBRE A HISTORIA DOS NUMEROS
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NUMEROS, NUMERAIS E SISTEMAS DE NUMERACAO

Neste texto, saberemos um pouco da histéria e do
desenvolvimento de alguns conceitos importantes da matematica:
numeracao, processo de contagem e um dos mais antigos sistemas de

numeracgao, o Egipcio.

Histdoria da Numeracao

As nossas primeiras concepcdes de numero e forma datam de
tempos tdo remotos como a inicial da idade da pedra, a era paleolitica.
Durante as centenas de milhares de anos (ou mais) deste periodo, os
homens viviam em cavernas, em condi¢cdes pouco diferentes das dos
animais e as suas principais energias eram orientadas para 0 processo
elementar de recolher alimentos onde fosse possivel encontra-los. Eles
faziam instrumentos para cacar e pescar e desenvolveram linguagem
para comunicacdo uns com os outros e enfeitavam suas habitacbes com
certas formas de arte criativa.

Pouco progresso se fez no conhecimento de valores numéricos e
de relagbes entre grandezas até que se deu a transicdo da mera coleta
de alimentos para a sua producdo; da caca e da pesca para a
agricultura.

Com esta transformacao fundamental — uma revolucédo na qual a
atitude do homem perante a natureza deixou de ser passiva para se

tornar ativa — inicia-se um novo periodo da idade da pedra: o neolitico.



Durante o neolitico existia uma atividade comercial consideravel entre
as diversas povoacdes promovendo a formacdo de linguagens. As
palavras dessas linguagens exprimiam coisas muito concretas e
pouquissimas abstracdes.

Nao temos dados suficientes para fixar o periodo da histéria
primitiva em que foram descobertos os numeros cardinais. Os mais
antigos documentos escritos de que dispomos mostram a presenca do
conceito igualmente na China, India, Mesopotamia e Egito. Todos esses
documentos contém a questdo “Quantos...?”. Esta questao pode ser
respondida de forma mais adequada em termos de numeros cardinais.
Portanto, quando esses documentos foram escritos, e provavelmente
muito antes dessa época, 0 conceito de numero cardinal ja se tinha

formado.

O processo de contagem

Em todas as formas de cultura e sociedade, mesmo as mais
rudimentares, encontramos algum conceito de numero e, a ele
associado, algum processo de contagem. Pode-se dizer que o0 processo
de contagem consistia, a principio, em fazer corresponder os objetos a
serem contados com o0s objetos de algum conjunto familiar (chamado
conjunto de contagem): os dedos da mao, do pé, pedras, etc.

Com a necessidade de contagem de uma quantidade maior de
objetos (como, por exemplo, o0 niumero de cabecas de gado, arvores ou
de dias), o homem sentiu que era necessario sistematizar o processo de
contagem, e os povos de diversas partes do mundo desenvolveram
varios tipos de sistemas de contagem. Estabelecia-se, entdo, um
conjunto de simbolos, juntamente com algumas regras que permitiam

contar, representar e enunciar os numeros. Alguns desses conjuntos



continham cinco, outros dez, doze, vinte ou até sessenta simbolos,
chamados “simbolos basicos”.
Hoje, o processo de contagem consiste em fazer corresponder os

objetos a serem contados com o conjunto {1,2,3,...}. Para se chegar a

forma atual, aparentemente tdo semelhante a anterior, foram
necessarias duas grandes conquistas que estdo intimamente
relacionadas: o conceito abstrato de numero e uma representacdo
adequada para esses.

Para dar uma idéia da dificuldade da questdo relativa a
representacdo dos numeros, lembramos que, a principio, nossos mais
antigos antepassados contavam somente até dois, e a partir dai diziam
“muitos” ou “incontaveis” (E fato que, ainda hoje, existem povos
primitivos que contam objetos dispondo-os em grupos de dois). Os
gregos, por exemplo, ainda conservam em sua gramatica uma distingao
entre um, dois e mais de dois, ao passo que a maior parte das linguas
atuais so6 faz a distingdo entre um e mais de um, isto &, entre singular e

plural.

Sistemas de numeracao antigos

As linguagens também desempenharam um papel primordial nas
mudancas da énfase matematica da numeracdo para o numero. Do
ponto de vista moderno, tende-se a considerar a numeragao como
ligada a meios de expressar numeros — isto €, a criacdao de simbolos
para certas idéias. Na abordagem moderna do ensino da matematica
elementar, distinguimos desde o inicio numeral de niumero.

A numeracdo n&o posicional precedeu em muito a numeragao
posicional na maioria das regides civilizadas do mundo antigo. Uma vez

escolhido um conjunto de simbolos basicos, os primeiros sistemas de



numeracao, em sua maioria, tinham por regra formar os numerais pela
repeticdo de simbolos basicos e pela soma de seus valores. Assim eram,

por exemplo, os sistemas egipcio, grego e romano.

Numeracao Egipcia

Durante muito tempo, o nosso campo da histéria da matematica
mais rico repousava no Egito, devido a descoberta, em 1858, do
chamado Papiro de Rhind, escrito por volta de 1650 a.C., mas que
continha material ainda mais antigo. Os Egipcios usaram o papiro em
uma grande parte dos seus escritos que se conservaram devido ao clima
seco. A maior parte dos nossos conhecimentos sobre a matematica
egipcia deriva, entdo, de dois papiros: O Papiro de Rhind, que contém
85 problemas, e o chamado Papiro de Moscou, talvez dois séculos mais
antigo, que contém 25 problemas.

Os Egipcios da Antiguidade criaram um sistema muito interessante
para escrever numeros, baseado em agrupamentos, que consistia em
separar os objetos a serem contados em grupos de dez, mas nao tinham
simbolo para o zero. Portanto, para representar cada multiplo de dez,
eles utilizavam um simbolo diferente dos basicos. Um numero era
formado, entdo, pela justaposicdo desses simbolos, os quais podiam
estar escritos em qualquer ordem, ja que a posicdo do simbolo nao
alterava o seu valor.

No sistema de numeracdo egipcia 0os nimeros sao representados
por simbolos especiais para 1, 10, 100, 1000 e de uma forma aditiva:

1 era representado por uma marca parecida com um bastao | ;

2 era representado por duas marcas || ;

E assim por diante. Veja a figura abaixo
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por n que indicava o agrupamento.

Feito isto, continuavam até ao 19...
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Para registrar 100, em vez de n n n n n n n n I"\

N trocavam este agrupamento por um novo simbolo, que parecia um

pedaco de corda enrolada: ?

Juntando varios simbolos de cem, escreviam o 200, 300, ..., 900.

Dez marcas de 100 eram substituidas por um novo simbolo, que

era a figura da flor de I6tus: z .



Desta forma, trocando cada dez marcas iguais por uma nova, eles
escreviam todos os numeros de que necessitavam.
Vejamos os simbolos usados pelos egipcios e o que significava

cada marca:

Simbolo Descricao do O numero na
Egipcio simbolo nossa notacao
Bastao vertical 1

Ferradura 10

Rolo de
100
pergaminho

Flor de l6tus 1000

Dedo
10000
encurvado

Homem 1000000

|
N

?

4

7
e Peixe 100000
4

Alguns exemplos:

Para representar 213, 0s egipcios escreviam:

99 n n I1l, ou seja, 100+100+10+1+1+1.

Para representar 2435, 0s egipcios escreviam’

XX999%9n NNy,



No entanto, este sistema de numeracdo pode tornar-se muito

trabalhoso em relacdo a representacdo de niumeros grandes.

SISTEMAS DE NUMERACAO ANTIGOS

A histéria e o desenvolvimento de alguns sistemas de numeracao

antigos, tais como o Babilénico, o Grego e o Romano sao contadas aqui.

Numeracado Babildnica

Na Mesopotamia, numa época anterior ao ano 2000 a.C., pode-se
detectar o desenvolvimento de uma mateméatica mais avancada do que
no Egito. Os textos mais antigos, datados do terceiro milénio do ultimo
periodo sumeério, revelam ja uma grande habilidade para calcular e o
uso da base 60 e poténcias de 60 para contar. Transmitidas, em
seguida, aos matematicos e astrobnomos babilénios (sucessores dos
sumeérios na Mesopotamia), estes elaboraram um avancado sistema de
numeracao, legado que nos foi transmitido pelos astronomos gregos e
arabes.

O sistema de numeracao babilénico era uma mistura de base dez
com base sessenta, no qual os numeros menores que 60 eram
representados pelo uso de um sistema de base 10 simples, por
agrupamentos; e o numero 60 e os maiores eram designados pelo

principio da posi¢cdo na base sessenta.
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A notacdo aditiva tem um grande inconveniente: a medida que
ndmeros maiores sao escritos mais simbolos devem ser introduzidos
para representa-los (ja& que utilizar apenas o0s simbolos antes
empregados torna a representacdo do numero demasiadamente
extensa). Entretanto essa dificuldade €& superada atribuindo-se
importancia a posicdo que um simbolo ocupa na representacdo de um
ndmero.

Enquanto os egipcios indicavam cada unidade mais elevada
através de um novo simbolo, os Babildbnios usavam o mesmo simbolo,
mas indicavam o seu valor pela sua posi¢cdo. Assim ja era o sistema
desenvolvido pelos babilénios por volta de 1800 a.C. Estes usavam
grupos de 60 elementos e seus simbolos eram combina¢des de cunhas

verticais

I

(representando a unidade) e angulares



<

(representando a dezena), dando origem ao que se chama sistema
sexagesimal. Ainda hoje utilizamos este sistema ao medir o tempo em
horas, minutos e segundos e os angulos em graus. Um simbolo em uma
sequéncia fica, entao, multiplicado por 60 cada vez que avangcamos uma
casa a esquerda.

Por exemplo, 1 seguido por outro 1 significava 61 e 5 seguido por
6 e por 3 (5,06,03) significava 5-60°+6-60+3=18363. Este sistema de
posicao nao diferia essencialmente do nosso proprio sistema de escrita
de numeros, em que o simbolo 343 representa 3-10°+4-.10+3. Tal
sistema tinha vantagens enormes para o calculo, como podemos
verificar facilmente ao tentarmos realizar uma multiplicacdo no nosso
proprio sistema e no sistema de numeragdo romana.

Os babilénios também nao tinham um simbolo que representasse
0 zero, mas nas posicoes em que ele deveria aparecer era deixado um
espaco em branco, ficando a cargo do leitor a tarefa de adivinhar, pelo
contexto, o valor correto que estava sendo representado. Observe que

um espaco vazio pode conter um ou mais zeros na representacao de um

ndmero. Por exemplo:‘r podia tanto representar 1 unidade ou 60
unidades ou 607 unidades. A representacdo do numero 25 podia ser

facilmente confundida com a de 615 ou de 4305.

@ <« <fF <« <«

25 H 1 F L1 = 5
[= 1 x &0 + 15 = A1) o 10 e G007 4 1) = &0 & 5 o= 4 WIS



Como passar de um numero de representacdo babildnia para a
representacdo arabe? Por exemplo, os numeros 3,42,09 e 23,37 estdo
em representacao babilénica.

3,42,09 = 3-60° + 42-60+9 =13329
23,37 =23-60+37 =1417

Resultam 13329 e 1417 respectivamente na nossa representacao
decimal (arabe).

Como passar de um numero de representacdo arabe para a

representacéo babilénia?

Por exemplo, para 0 numero 2492 que esta

representado em nossa notacgdo usual.

2492 | 60
Este nimero estad entre 60 e 60% portanto vamos 092 41
dividir 2492 por 60. 32

Entdo, 2492, = 41,324 =41-60"+32-60°.

Numeragcao Romana

Roma foi o centro de uma das mais notaveis civilizacdes da
Antiguidade, periodo que se manteve entre os anos 753 a.C. (data
atribuida a sua fundacado) e 1453 (data atribuida a queda do Império
Romano do Oriente).

Sabe-se muito pouco a respeito da origem da notacdo romana
para nimeros. Os romanos nunca usaram as letras sucessivas de seu
alfabeto para propdsitos de numeracdo, como faziam algumas outras

civilizacdes antigas.



Os Romanos utilizaram letras do seu
alfabeto para representar nimeros. Como foram
senhores de um grande Império, deixaram nos
monumentos, pontes, etc. as marcas da sua
cultura. Ainda hoje utilizamos a numeracao
Romana na leitura de datas, nos mostradores dos
relégios, etc.

Como funcionava o sistema de numeracao
Romana?

As 7 letras que os Romanos utilizavam

como numerais sdo mostradas na figura ao lado.

Repetindo cada simbolo duas ou trés vezes
(nunca mais que trés) o numero fica duas ou trés
vezes maior. Os simbolos V, L e D ndo se
repetem. As letras I, X ou C colocam-se a
esquerda de outras de maior valor para
representar a diferenca deles, obedecendo as

seguintes regras:

| sO se coloca a esquerda de V ou de X;
X s6 se coloca a esquerda de L ou de C;

C s6 se coloca a esquerda de D ou de M;

Se a um simbolo colocarmos a sua direita um

simbolo de menor valor, este Uultimo simbolo

| 1

Vv 5

X 10

L 50

C 100

D 500

M 1000
I 2
1l 3
XX 20

XXX 30
cc 200

ccc 300

MM 2000
VIl (5+2)
X1l (10+2)
LIl (50+2)

CX (100+10)

IV (5 — 1)

IX (10 — 1)

12
52
110



soma o seu valor ao valor do outro como na XL (50 — 10) 40
figura ao lado. Se a um simbolo colocarmos a sua XC (100 — 10) 90

esquerda um simbolo de menor valor, este
CD (500 — 100) | 400
simbolo diminui o seu valor ao valor do outro.

CM (1000 — 100) 900

Cada barra sobreposta a uma letra ou a um grupo

o _ \Y/ 5000
de letras multiplica o seu valor por mil.
XV 15000
Uma curiosidade: v 4000000
Os Romanos, frequentemente, escreviam Il (4) =
L 50000

em vez de IV. Isto, ainda hoje, pode observar-se

nas esferas de alguns reldgios.

Era comum o0 uso de numerais romanos em contabilidade em
alguns paises europeus, bem depois da difusdo do moderno sistema
indo-ardbico. Em 1300, o uso de numerais indo-ardbicos era proibido
em bancos de certas cidades européias. O argumento era que esses
numerais eram mais faceis de falsificar ou alterar do que os numerais
romanos. A numeracdo romana foi utilizada também na numeracado de

livros nos paises europeus até ao século XVIII.

Numeracao Grega

Dos varios sistemas de numeracdo usados pelos gregos,
mencionaremos dois. O mais antigo € conhecido como atico (porque os
simbolos ocorrem com frequéncia em inscricbes atenienses) ou
herodianico (devido ao nome do escritor que o descreveu no século 1l

d.C.) e era usado ja no ano 600 a.C. Neste sistema, | era usado para 1,



I' era usado para 5, A para 10, H para 100, X para 1000 e M para
10000. Os ultimos cinco simbolos sao simplesmente as letras iniciais das
palavras-numero gregas correspondentes, formas que se preservaram
no portugués nos prefixos “penta”, “deca”, “hecto” e “quilo” e na palavra
“miriade”. Este sistema usava o principio aditivo, com qualquer namero
representado pelo grupo minimo de simbolos cujos valores somassem o

do numero.

Algumas fusbes foram efetuadas
1y i MRS T
através de combinacado de simbolos. 5] 500 10 517

Por volta de 400 e 200 a.C., os gregos utilizavam 27 letras para
representar os niumeros, era o sistema jénico aditivo. Mais precisamente
era usado um sistema que consistia na separacdo dos numeros em
grupos de nove elementos, que eram simbolizados por letras: as nove
letras iniciais representavam os numeros de 1 a 9; as nove letras
seguintes representavam as dezenas de 10 a 90 e os nove ultimos
simbolos representavam as centenas de 100 a 900. Assim, temos a

seguinte tabela:

Als [TTATE]JFJ[Z[H]@
1 2 3 4 4 i 7 = a
I [ K [~ | A |N]E]O ] 8 |
10 | 20 | 30 | 40 | 50 [ &0 [ 70 | 80 | @0
FT =] T S EENE
100 | 200 | 300 [ 400 | 500 | €030 [ 700 | 900 | 900

Alguns simbolos (isto é, letras) mudaram sua forma com o tempo;
os simbolos relacionados com o0s numeros 6, 90 e 900 foram

abandonados no alfabeto grego de 24 letras, mas permaneceram em



uso (com aparéncias que evoluiram com o tempo) na representacido de
ndmeros.

E interessante observar que aqui também a ordem dos simbolos
nao altera o valor do niumero. Para representar 1000, por exemplo, os
gregos de entao utilizavam um sinal a esquerda do simbolo empregado
para representar 1, ou seja, 1000="A e 3000='T". Varios métodos foram
inventados para distinguir palavras de numerais, sendo os mais comuns

um acento ao fim do sinal do niumero ou um traco sobre ele.

O SISTEMA NUMERICO INDO—ARABICO

Ainda estaremos estudando um pouco dos sistemas de numeragao
antigos, mas, agora, estaremos interessados em saber como 0 sistema
de numeracdo moderno (decimal posicional) e os algarismos indo-
arabicos se estabeleceram na Europa ocidental (de onde ndés, brasileiros,
herdamos). Veremos um pouco da numeracédo hindu, o nascimento dos
algarismos arabicos, como estes foram introduzidos na Europa e
discutiremos um pouco o0 que aconteceu na disputa dos abacistas versus

algoristas.

Numeracao Hindu

A gue povo se deve atribuir descobertas tdo importantes como as
do fogo, da roda, da maquina a vapor — a da numeracdo moderna?

Durante muito tempo se delegou aos gregos tal desenvolvimento.
Longe disto, foi no norte da India, por volta do século V da era crista,
que nasceu o0 ancestral de nosso sistema moderno e foram estabelecidas
as bases do calculo escrito tal como é praticado hoje em dia.

Os mais antigos espécimes dos numerais utilizados pelos indianos

foram encontrados em pilares erguidos na india por volta de 250 a.C.



Entretanto, nesses antigos escritos ainda ndo existe um simbolo para o
zero e a notacao posicional tampouco é empregada.

Eles usavam um sistema de numeracdo com nove simbolos
representando os numeros de 1 a 9 e nomes para indicar cada poténcia
de 10. Por exemplo, escreviam 3 sata, 2 dasan, 7 para representar o
namero 327 e escreviam 1 sata, 6 para representar 106. A data exata
da introducdo na India da notagdo posicional e de um simbolo para o
zero nao € conhecida, mas deve ter sido anterior a 800 d.C., pois o
matematico persa Al-Khowarizmi (—~780-850) descreve num livro

escrito em 825 d.C. um sistema hindu assim complementado.

O nascimento dos algarismos arabicos

Como o império arabico-muculmano se desagregou muito cedo, no
século IX o norte da Africa e a Espanha ja ndo faziam mais parte do
califado de Bagda. Mas assim mesmo as relacdes entre as diferentes
regides ocupadas pelos povos de lingua arabe nao foram rompidas,
sobretudo por causa das peregrinagcdbes regulares a Meca, do
intercambio comercial, das guerras, das migracdes de populacdes e das
idas e vindas de inumeros viajantes individuais.

Uma vez conhecida pelos arabes, a aritmética hindu — gracas as
multiplas relacbes desses povos — ganhou também rapidamente todos
os “paises irmaos” do Magreb e da Espanha. Até entdo, os calculadores
arabes ocidentais haviam se servido de métodos arcaicos. Mas a partir
da metade do século IX eles também se tornaram especialistas em
“célculo na areia” e passaram a manejar niumeros elevados com mais
facilidade ainda, na medida em que os algarismos e métodos de origem
hindu facilitavam a pratica de todas as operacdes aritméticas.

Como no império dos califas, estes algarismos tiveram no inicio

uma forma bastante proxima da grafia hindu de origem. Mas, com a



passagem dos séculos, eles evoluiram e assumiram pouco a pouco, nos
paises mouros, um aspecto bastante diferente da grafia hindi de seus

primos do Oriente préximo.
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E o que os arabes ocidentais denominaram “algarismos ghobar”,
palavra que significa “poeira”, por causa da poeira fina com a qual os
calculadores costumavam salpicar suas tabuas para tracar os algarismos
e efetuar deste modo todo tipo de operacdes.

Apesar das varia¢des entre os algarismos hindi e ghobar, percebe-
se que a influéncia hindu ainda é evidente, tanto para uns quanto para
outros. Estas diferencas dizem respeito, sem duvida aos habitos dos
escribas e copistas arabes ocidentais, que desenvolveram um estilo
grafico muito original: a escrita arabe denominada “magrebina”, a qual
adaptaram os algarismos de origem indiana.

De qualquer modo, é exatamente esta grafia propria dos arabes
ocidentais que atingira os povos cristdos da Europa medieval a partir da
Espanha, antes de dar origem aos algarismos que hoje conhecemos.
Como os arabes atingiram nesta época um nivel cientifico e cultural
superior aos dos povos ocidentais, estes signos receberdo por geracodes

consecutivas a denominacao de “algarismos arabicos”.
Introducéao dos algarismos (hindu) arabicos na Europa
Quando se viram diante da numeracdo e dos métodos de calculo

vindos da India, os &rabes souberam apreciar suas vantagens,

reconhecer sua superioridade e adota-los. Ao contrario, os cristdos da



Europa ficaram tdo agarrados a seus sistemas arcaicos e tao reticentes
diante da novidade que foi preciso esperar durante séculos até que o
triunfo do “algoritmo”, como era entdo denominado o célculo escrito,
fosse definitivo e total.

Da queda do Império Romano até o final da Ildade Meédia a
“instrucdo” na Europa foi muito rudimentar. Os raros privilegiados que
recebiam algum ensino aprendiam inicialmente a ler e escrever. Depois
aprendiam a gramatica, a dialética, a retdrica e as vezes a teoria
musical. Em seguida recebiam aulas muito sumarias de astronomia e
geometria. Ao mesmo tempo, lhes ensinavam a contar nos dedos e a
escrever e ler os algarismos romanos. Mas ndo aprendiam mais nada, ja
que a iniciacdo a arte do calculo ndo chegava a fazer parte do
programa.

E preciso notar que a pratica das operacfes aritméticas, mesmo as
mais elementares ndo estava nessa época ao alcance de qualquer um.
Era o dominio de uma casta muito privilegiada de especialistas, que
através dos longos e aborrecidos estudos tinham chegado ao uso
misterioso e muito complicado dos velhos abacos romanos. O grande
respeito votado aos calculadores nesta época demonstra a que ponto as
técnicas operatérias eram de fato dificeis.

Nesta época, a Italia se encontrava em contato com os arabes e
bizantinos e suas escolas tinham rapidamente se especializado em
operacdes complexas, enquanto as universidades francesas e alemas so6
se ocupavam, ainda nos séculos XIV e XV, das operacdes ordinarias.
Também, nas administracbes européias esta situacdo permaneceu
substancialmente a mesma por periodos consecutivos através da baixa
Idade Média e Renascimento, até os séculos XVII e XVIII. No entanto,
bem antes da época das Cruzadas ja estavam a disposicdo dos
ocidentais as imensas vantagens do calculo a maneira hindu, que os

arabes trouxeram até as fronteiras da Europa a partir do século IX.



Foi preciso esperar o final das Cruzadas, seguido por um abandono
das formas precedentes e por um retorno as grafias de origem, para
uma estabilizacdo progressiva dos algarismos denominados arabicos.

A partir dos séculos XIIl e XIV eles adquiriram a aparéncia
definitiva que hoje conhecemos. Quando aconteceu a invencao da
imprensa, em 1440, o proprio Gutenberg ndo fez nenhuma modificagdo
substancial, limitando-se esta descoberta a fixar a forma desses
numeros de acordo com protétipos bastante determinados e

definitivamente adotados...
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De 1095 a 1270, aproximadamente, os poderosos principes e
cavaleiros cristaos tentaram impor pela espada sua tradicao e religiao
aos infiéis do Oriente. Gracas aos inumeros intercambios com a cultura
muculmana, que estas guerras introduziram pelo poder dos fatos, parte
do clero das Cruzadas aprendeu o calculo ao modo de al-Khowarizmi,
desenhando os numeros na areia sem recorrer as colunas do abaco.
Surgiram, assim, 0s primeiros “algoristas” europeus. Mas,
contrariamente aos “abacistas”, estes foram obrigados a adotar o zero e

as técnicas do calculo escrito de origem hindu.



Abacistas versus algoristas

A partir do século Xl, a atividade dos tradutores e dos
compiladores de obras arabes, gregas ou hindus floresceu na Espanha.
Os contatos culturais entre os dois mundos passaram a ser cada vez
mais frequentes. Lenta e irremediavelmente, este periodo (séculos XII-
XI11) trouxe ao conhecimento da Europa as obras de Euclides, Ptolomeu,
Aristoteles, al-Khowarizmi, al-Biruni e de muitos outros.

As novas técnicas foram, assim, difundidas por toda Europa. Este
movimento foi acentuado no inicio do século XllIl, gracas a influéncia
determinante de um grande matematico italiano: Leonardo de Pisa,
conhecido como Fibonacci, que visitou a Africa mugulmana e conheceu o
Oriente Proximo. Foi ele que encontrou os mestres arabes, que lhe
explicaram a fundo seu sistema numérico, as regras do calculo algébrico
e os principios fundamentais da geometria. Iniciado nesta ciéncia, ele
redigiu em 1202 um admiravel tratado que viria a se transformar no
breviario de todos os defensores do “algorismo”, contribuindo em
grande parte também para a difusdo e o desenvolvimento da algebra.

Tratado que explica todas as regras do calculo por algarismos na
areia, o qual seu autor curiosamente denominou Liber abaci (“Tratado
do abaco”), com certeza para evitar a ira daqueles que detinham entao
0 monopodlio do dominio numérico e que preconizavam antes de tudo o
calculo no abaco de fichas.

Em todo o caso, a partir desse momento os entusiastas do céalculo
moderno se tornaram cada vez mais numerosos. Era o inicio do
movimento de democratizacdo da matematica na Europa. No entanto, a
resisténcia as novas técnicas ainda era muito forte, os calculadores que
praticavam as operacdfes no abaco queriam conservar para Ssi 0S

segredos dessa arte: preocupados em preservar seu monopoélio, vendo



seu ganha-pao ameacado, ndo queriam ouvir falar desses métodos
revolucionarios que colocavam as operacgdes ao alcance de todos.

Mas havia também uma razdo de ordem ideoldgica para a
resisténcia a numeracéo indo-arabe. Desde o renascimento do saber na
Europa, a Igreja assumiu de fato o controle da ciéncia e da filosofia,
exigindo que sua evolucédo se submetesse estritamente a fé absoluta em
seus dogmas e que seu estudo se harmonizasse inteiramente com a
teologia. Em vez de liberar o espirito curioso, este saber o aprisionou
por muitos séculos e esta na origem de inUmeras tragédias. Do mesmo
modo, determinadas autoridades eclesiasticas espalharam o boato de
que, sendo tao facil e tdo engenhoso, o célculo ao modo arabe devia ter
algo de magico ou até de demoniaco: “tinha que ser coisa do deménio!”

Quando o zero entrou no Ocidente (o que se deu no século XIllI),
varias denominacdes Ilhe foram atribuidas, todas elas transcricbes mais
ou menos latinizadas da palavra sifr (o vazio”), que os arabes tinham
atribuido ao Sinya de origem hindu. No seu Liber abaci, Leonardo de
Pisa (1170-1250, aproximadamente) lhe deu o nome zephirum, que
serd usado até o século XV. Depois de algumas modificacfes, esta
palavra chegou ao zefiro italiano, que veio dar na nossa palavra zero a
partir de 1491.

Na época da baixa ldade Média existe uma verdadeira recusa
eclesiastica e um endurecimento por parte das castas de calculadores
profissionais, recusa que sera mantida em varios lugares até o século
XV. Na verdade, parece que a lIgreja nao pretendia favorecer uma
democratizacdo do calculo, que ocasionaria seguramente a perda de seu
monopdlio em matéria de ensino e, em consequéncia, a perda de poder.
Ela preferia que o céalculo continuasse sob alcada exclusiva dos
especialistas, que pertenciam quase todos ao clero. Desse modo, o0s

algarismos arabicos ainda ficam proibidos por algum tempo. Os



amadores do calculo moderno séo obrigados a usa-los escondidos, como
se fosse um codigo secreto.

A querela entre “abacistas” (defensores dos nudmeros romanos e
do calculo em abaco de fichas) e os “algoristas” (defensores do calculo
por algarismos de origem hindu) durou varios séculos. Mesmo apds a
vitdria dos novos métodos, o uso do abaco ainda permaneceu. No século
XVIIl, ele ainda era ensinado, e por prudéncia as pessoas ainda
verificavam todos os calculos feitos por escrito, refazendo-os no abaco
(de fichas). Foi preciso a Revolucdo Francesa para resolver a questao e
para tornar claro que o “o calculo por meio dos algarismos tem sobre o
calculo por meio de fichas na tdbua de contar as mesmas vantagens que
um pedestre livre e sem carga tem sobre um pedestre muito
carregado”. Pois foi por causa do peso que o uso do abaco foi abolido
das escolas e administracées.

A partir de entdo, o calculo e a ciéncia moderna puderam
desenvolver-se sem entraves. Eles acabavam de abater para sempre

seu temivel e resistente inimigo...

Entendendo os sistemas de numeracao posicional

Atualmente, quase todos os povos do mundo usam O Mmesmo
sistema de numeracdo, o0 hindu-ardbico (ou indo-arabico), e
aproximadamente os mesmos algoritmos para efetuar as operacdes
basicas da aritmética. Este sistema é decimal posicional. Ele é decimal,
pois faz uso de dez simbolos (chamados algarismos): nove para
representar os numeros de um a nove e outro para representar posicdes
vazias ou o numero zero. Usamos os algarismos O, 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8
e 9. E posicional, pois todos os himeros podem ser expressos por meio

desses algarismos, que tem o valor alterado a medida que eles avancam



para a esquerda na representacdo do numero: cada mudanca para a
esquerda multiplica seu valor por dez.

A cada sistema de numeracdo posicional estd associado um
conjunto de simbolos (algarismos), a partir dos quais escrevemos todos
0s outros numeros. Chamamos de base do sistema a quantidade destes
simbolos. Por exemplo, os babildbnios usavam um sistema sexagesimal
(isto é, de base 60), os maias usavam um sistema vigesimal (de base
20) e hoje utilizamos o sistema decimal, ou seja, de base 10.

A razao de utilizarmos base 10 é convencional e, provavelmente, é
consequéncia do fato de quase todos os povos terem usado os dedos
das maos para contar. Temos, entdo que no nosso sistema todo ndmero

pode ser representado por uma sequéncia:
And, 1.8y
Em que cada algarismo & €{0,1234,56,7,89}. O que cada

algarismo representa depende de sua posicdo nessa sequéncia, de
acordo com a seguinte regra: cada vez que deslocamos uma casa para a
esquerda na sequéncia anterior, o valor do algarismo fica multiplicado
por 10.

Por exemplo, para representar o numero de dias do ano na base
10, o nosso primeiro passo consiste em formar grupos de dez dias,
obtendo o seguinte diagrama, em que cada “+” representa um dia e

cada “0” indica um grupo de dez dias:

+ O o o o
O O O o
O O O o
O O O O
O O O o
O O O O
+ O O o
+ O o o
+ O o o
+ O O o



Como o numero de grupos de dez dias € superior a nove, 0 NOSSO
proximo passo sera repetir o processo anterior, formando novamente

grupos de dez:

+ oO| o] o| ©
o| ol o| ©
o| o]l o| ©
o| ol o| ©
o| o]l o| ©
o| o]l o| ©
+| O] O| ©
+| ol o] ©
+| ol o] ©
+| O] Oo| ©

Obtemos, assim, trés grupos com dez grupos de dez dias, seis grupos
de dez dias e cinco dias. Podemos, entao, representar o numero de dias
do ano por 365: o algarismo 3 representa a quantidade de grupos
formados por 10 grupos de 10 dias; o algarismo 6 o numero de grupos
de 10 dias excedentes a estes; e o0 algarismo 5 representa o numero de
dias que sobraram quando da divisdo em grupos de dez.

Em outras palavras, como o algarismo 6 estad deslocado uma casa a
esquerda na sequéncia 365, seu valor € de 6 vezes 10, e como O
algarismo 3 esta deslocado duas casa a esquerda, seu valor € de 3

vezes 10 vezes 10. Isto significa que

365=3-10-10+6-10+5=3-10+6-10+5

Generalizando: se o numero de elementos de um conjunto é
representado por uma sequéncia a,a,;..3a,, €sse conjunto tem a,

-1

grupos de 10" elementos, mais a,; grupos de 10"~ e assim por diante,

até a, grupos de 10 mais a, elementos; ou seja, ele tem

a, 10" +a ;10" .. 1a.10+a, elementos.



CONJUNTOS NUMERICOS

Agora que ja conhecemos como 0s numeros e 0s sistemas
numéricos de diversos povos surgiram e se estabeleceram, queremos
entender a natureza dos diversos “tipos” de numero e suas
propriedades, tentando responder como surgiram, se estabeleceram e o
que os diferencia. Veremos, entdo, os numeros naturais, 0os numeros

negativos, niumeros racionais e 0s numeros irracionais.

Introducao

Na histéria, os nimeros e 0os conjuntos numericos nao apareceram
exatamente do modo como estdo descritos nos livros didaticos. Os
ndmeros naturais e racionais positivos sao os tipos de numeros mais
antigos e os inteiros negativos sdo o0os mais “jovens” por assim dizer.
Através dos tempos, varias simbologias foram utilizadas para descrever
numeros, incidindo, atualmente, na notacdo indo-arabica em quase todo
mundo.

Imagina-se que depois de ter utilizado os niumeros para contar,
medir, calcular, o homem comecou a especular sobre a natureza e
propriedades dos numeros. Desta curiosidade nasceu a Teoria dos

NUumeros, um dos ramos mais importantes da matematica.

NUumeros naturais

A necessidade de contar objetos levou ao aparecimento do
conceito de numero Natural. Todas as nagBes que desenvolveram
formas de escrita introduziram o conceito de numero Natural e

desenvolveram um sistema de contagem. Quando estudamos o0s



sistemas antigos de numeracdo e as operacdes gque estes permitiam
realizar com 0os numeros, estavamos estudando os numeros naturais.
Modernamente, o conjunto dos numeros naturais é dado por

{l, 2, 3, } representado pelo simbolo N. Historicamente, imagina-se

que tenha surgido naturalmente da necessidade de contagem, que se
realiza por meio da operacdo de “fazer corresponder”. A idéia de
“correspondéncia” é uma das idéias béasicas de toda a matematica.
Contar significa estabelecer uma correspondéncia, um para um, entre
cada item de uma colecao qualquer de objetos e a sucessao de niumeros
naturais.

Na sucessao dos numeros naturais podemos passar de um numero
para o seguinte juntando-lhe uma unidade. Assim, passamos do 1 para
0 2, do 2 para o 3, e, dessa maneira, podemos ir tdo longe quanto
quisermos, isto é, dado um numero n qualquer, por maior que ele seja,
podemos sempre obter um numero n+1, maior do que ele. Este fato
exprime-se por qualquer dos seguintes enunciados:

(a) a sucesséao dos naturais € ilimitada (ndo ha um numero natural

maior que todos os outros).

(b) dado um numero natural, por maior que ele seja, existe

sempre outro maior do que ele.

(c) O conjunto dos numeros naturais tem infinitos elementos.

Uma das deficiéncias apresentadas pelo conjunto dos numeros
naturais é a impossibilidade da subtracdo entre certos seus elementos.
Suponhamos que um movel, partindo de um ponto P sobre uma linha
reta e movendo-se sempre com uma velocidade de 1 m/s, siga para a
direita durante 5 segundos e retroceda, com a mesma velocidade,
durante 8 segundos. Ao fim dos 13 segundos, ele estara numa posicao a

3 metros a esquerda do ponto P. Este resultado é impossivel de obter no



conjunto dos numeros naturais, pois nao existe nenhum nudmero natural

que represente o resultado da operacdo 5-8.

Numeri absurdi — os numeros negativos

Devido a deficiéncia dos naturais em resolver opera¢des do tipo
a-b com b>a é que foi ampliado o conjunto dos naturais formando o

conjunto dos numeros inteiros {..,-2,-1,0,1,2,3,..} , denotado pelo simbolo

7. (da palavra alema Zahl, que significa nimero).

Na India, a necessidade de realizar com maior rapidez os calculos
da astronomia fez com que os sabios hindus se preocupassem em
idealizar formas de representacdo numérica que simplificassem esses
calculos. Os matematicos hindus se mostraram virtuosos no calculo
aritmético e manipulac¢fes algébricas que permitiram conceber um novo
tipo de simbolo para representar dividas que posteriormente o Ocidente
chamaria de negativo.

A primeira vez que explicitamente as regras que regem a
aritmeética com os numeros negativos apareceram em uma obra foi na
obra de Brahmagupta, que data do ano 628 d.C.; esse matematico
indiano ndo sO utilizou os negativos em seus calculos como os
considerou entidades separadas e o0s dotou de uma aritmética
concordante com a dos naturais. Muitos séculos se passaram para que o
interesse pelos numeros negativos fosse retomado.

Alguns historiadores escreveram que foram problemas com
dinheiro que interpretaram o numero negativo como perda. Negativo —
esta palavra pode ter vindo desta época que eram os valores negados
quando se obtinha raizes negativas de uma equacao.

Diofanto (século Ill) encontrou muitas vezes com 0s numeros

negativos. Eles apareciam constantemente em calculos intermediarios



em muitos problemas do seu “Aritmetika”. No entanto, havia certos
problemas para o qual as solu¢cbes eram valores inteiros negativos
como, por exemplo, 4=4x+20. Nestas situacOes Diofanto limitava-se a
classificar o problema de absurdo. Nos séculos XVI e XVII, muitos
matematicos europeus ndo apreciavam 0S numeros negativos e, se
esses numeros apareciam nos seus calculos, eles consideravam-nos
falsos ou impossiveis.

Exemplo deste fato seria Michael Stifel (1487-1567) que se
recusou a admitir nimeros negativos como raizes de uma equacao,
chamando-lhes de “numeri absurdi”. Cardano usou 0s numeros
negativos embora os tivesse chamado de “numeri ficti”. A situacao
mudou (a partir do século XVIII) quando foi descoberta uma
interpretacdo geomeétrica dos niumeros positivos e negativos como sendo
segmentos de dire¢cbes opostas.

Foi no Renascimento que apareceu um numero negativo ligado a
uma equacao algébrica, na obra do matematico francés Nicolas Chuquet
(1445—-1500). Trata-se de seu “Triparty”, escrita em 1484, que contém
uma expressado gue poderiamos escrever hoje como 4x=-2. Na época,
ainda nao eram usados os simbolos "x", "=", "-"

Simon Stevin (1548-1620) aceita os numeros negativos como

raizes e coeficientes de equacdes. Admite a adicao de x+(-y) em lugar
de considera-la como subtracdo de y a x. Também tratou de justificar

geometricamente a regra de sinais fazendo uso da identidade algébrica:
(a—b)(c—d)=ac—bc—ad +hbd .

O matematico Albert Girard (1590-1639) foi o primeiro a
reconhecer, explicitamente, a utilidade algébrica de admitir as raizes
negativas e imaginarias como solucdes formais das equacdes, porque
ele permitia uma regra geral de resolucdo na construcdo de equacdes

através de suas raizes.



Na Epoca Moderna, mais precisamente no final do século XVII,
surgiu a obra de Francoise Viéte. Esta obra, mais tarde ampliada,
admitiu que as expressodes literais pudessem tomar valores negativos.
No entanto, a Algebra n&o teria conhecido tal avanco se esta
generalizagdo do numero nao tivesse sido acompanhada por uma
descoberta igualmente fundamental, realizada por Viéte (1591) e
aperfeicoada por René Descartes (1637): a notacdo simbdlica literal.

A legitimidade dos numeros negativos deu-se definitivamente por
Hermann Hankel (1839-1873) em sua obra “Teoria do Sistema dos
nimeros Complexos”, publicada em 1867. Hankel formulou o principio
de permanéncia e das leis formais que estabelece um critério geral de

algumas aplicacfes do conceito de niumero.
NUmeros racionais

As fracbes foram conhecidas na antiguidade, mas, na falta de
numeracdées bem constituidas, suas notacbes foram, durante muito
tempo, mal fixadas e inadaptadas as aplicacdes praticas. Nao foram

consideradas desde sua origem como nUmeros nem se concebia a no¢cao

~ m : .
de fracdo geral — como m vezes o inverso de n. Os egipcios, por
n

exemplo, s6 conheciam as fracbes denominadas “unitarias” (as de

numerador igual a 1) e s6 exprimiam as fracfes ordinarias através de

somas de fracdes desse tipo (por exemplo: é=%+%).

Com o passar do tempo, ficou claro que as fracbes se submetiam
as mesmas regras que os inteiros e que eram, portanto, assimilaveis
aos numeros (sendo um inteiro uma fracdo de denominador igual a 1).
Gracas a esta extensdo, 0os numeros, que outrora serviam apenas para

recenseamento, tornaram-se “marcas” adaptadas a inimeros usos. Dai



em diante, ndo s foi possivel comparar duas grandezas “por
estimacao”, mas também dividi-las em parcelas ou pelo menos supod-las
divididas em partes iguais de uma grandeza da mesma espécie
escolhida como padrdo. Mas, apesar desse progresso, por causa de suas
notacdes imperfeitas os antigos nao foram capazes nem de unificar a
notacdo de fragdo, nem de construir um sistema coerente para suas
unidades de medida.

Assim como 0s numeros naturais surgiram da necessidade de
contar, os numeros racionais, que sao expressos pela razdo entre dois
inteiros, surgiram da necessidade de medir. Medir € comparar. Para isso
€ necessario estabelecer um padrdo de comparacdo para todas as
grandezas da mesma espécie, por exemplo, 1 cm para comprimentos, 1
segundo para tempo, etc. Este padrdo estabelece uma unidade de
medida da grandeza (comprimentos, areas, tempo, etc). Medir,
portanto, é determinar quantas vezes a unidade estabelecida cabe, por
exemplo, no comprimento que se quer medir. O resultado desta
comparacdo, que € a medida da grandeza em relacdo a unidade
considerada, deve ser expresso por um numero.

Na figura abaixo, se considerarmos o segmento CD como a
unidade de medida, teremos que o segmento AB mede 4 unidades.
Tomando-se CE como unidade, a medida deste mesmo segmento sera

de 8 unidades.

A B

S6 em casos muito especiais a grandeza a ser medida contém um

ndamero inteiro de vezes a unidade de medida. O caso mais frequente é



0 caso da figura abaixo onde, tomando-se a medida v do segmento CD

como unidade, a medida de AB € maior que 3 U e menor que 4 u

i D

E claro que neste exemplo, podemos subdividir a unidade em
partes menores para que cada uma delas caiba um numero inteiro de
vezes na grandeza a medir, mas o que se pode dizer da medida de AB
em relacdo a CD? a dificuldade surge porque, neste caso, a medida m
de AB néo é divisivel pela medida u de CD.

No conjunto dos numeros inteiros existe a impossibilidade da
divisdo, isto €, neste conjunto nem sempre € possivel expressar o
resultado de uma medicdo ou de uma razado. Para resolver esse
problema criou-se um novo conjunto de numeros, chamado conjunto

dos numeros racionais e denotado pelo simbolo Q@ (de gquociente). Um

namero racional p €, portanto, aquele que pode ser escrito na forma

m i L
p=—, onde m e n sao inteiros e n=0. (Lembre-se que a divisao por
n

zero ndo tem sentido, pois ndo existe nenhum numero que multiplicado

. ~ . 3 ~
por zero seja diferente de O e, portanto, expressdes do tipo o nao estao

definidas e expressoes do tipo % sdo indeterminadas).

Os babilénios, através de sua numeracdo de posicdo com base
sessenta, foram os primeiros a atribuir as fracdes uma notacao racional,

convertendo-as em fracdes sexagesimais (cujo denominador é igual a



uma poténcia de 60) e exprimindo-as mais ou mMenos como se
exprimem as fracdes de horas em minutos e segundos:

33min4ss = 5o h 22 p.

60 3600
Mas os babilénios ndo chegaram ao uso da *“virgula” para
diferenciar os inteiros das fracOes sexagesimais da unidade. A expressao

(33;45) tanto podia significar 33h 45 min quanto Oh 33 min 45s. O

entendimento ficava estabelecido pelo contexto.

Depois deles, os gregos tentaram atribuir uma notacdo geral as
fragcbes ordinarias, mas sua numeracdo alfabética complicou muito
simbolizacdo, o que os levou a desistir de adotar a notacdo sexagesimal
de origem babilénica em seus calculos com fracdes.

A notacdo moderna das fracbes ordinarias se deve aos hindus,
que, devido a sua numeracao decimal posicional chegaram a simbolizar
fracbes mais ou menos como fazemos hoje. Esta notacao foi depois
adotada e aperfeicoada pelos arabes, que inventaram a famosa barra
horizontal.

Em seguida, gracas a descoberta das fraces “decimais” (aquelas
cujo denominador é uma poténcia de 10) foi pouco a pouco
transparecendo o interesse em prolongar a numeracdo decimal de
posicdo no outro sentido, isto €, em termos modernos, na representacao
de numeros “depois da virgula”. O que permitiu a notacdo sem
nenhuma dificuldade de todas as fra¢des, além de mostrar nitidamente
os inteiros como fracdes particulares: aquelas cuja representacdo nao
comporta nenhum algarismo depois da virgula.

Na Europa, foi o belga Simon Stevin que, em 1582, deu o passo
decisivo rumo a nossa notacdo atual, ao anotar o numero 679,567 do
seguinte modo:

679(0) 5(1) 6(2) 7(3)



(simbolizando deste modo: 679 unidades inteiras, 5 “unidades decimais
de primeira ordem” ou décimos, 6 “unidades decimais de segunda
ordem” ou centésimos e 7 “unidades decimais de terceira ordem” ou
milésimos).

Dez anos depois, o0 sui¢co Jost Burgi simplificou a notagcdo ao

eliminar a mencao inutil da ordem das fragcbes decimais consecutivas,

colocando no alto das unidades simples o simbolo °: 67503567.

No mesmo ano, o italiano Magini substituiu esta bolinha por um
ponto colocado entre o algarismo das unidades e o das dezenas. Foi
assim que nasceu a notacado usada até os dias atuais nos paises anglo-
saxfes: 679.567 .

Quanto a nossa virgula, foi o neerlandés Wilbord Snellius que a

inventou, no inicio do século XVII: 679,567 .

As consequéncias desta racionalizacdo da nocdo e da
representacdo das fracbes foram incalculaveis em todos os dominios, a
comecar pela invencdo do sistema métrico. Sistema metroldgico
fundado sobre a base dez, coerente e perfeitamente adaptado ao céalculo
numeérico. Desenvolvido na Revolucdo Francesa (1792) em substituicdo

aos velhos sistemas de unidades arbitrarias incoerentes e variaveis.
NUmeros irracionais

A numeracdo decimal de posicdo introduziu também a infinita
complexidade do universo dos numeros, e levou os mateméaticos a um
avanco prodigioso.

Desde o século VI a.C., os matematicos gregos, a comecar por um
certo Pitagoras, ja tinham descoberto que a diagonal de um quadrado
“ndo tem medida comum” com o seu lado. De fato, tanto pela medida

quanto pelo raciocinio, o comprimento de sua diagonal ndo corresponde



a um numero inteiro de metros. Ou seja, uma vez que tal € o seu
comprimento matematico, a v2 é um namero “incomensuravel”. Foi a
descoberta do que hoje denominamos “ndmeros irracionais”, 0s que nao
sao nem inteiros nem fracoes.

Esta descoberta provocou uma grande consternacdo entre os
Pitagdricos, que pensavam até entdo que “os numeros regem o
Universo”, isto €, os inteiros naturais e suas combinacbes mais simples,
as fracbes ordinarias positivas. O proprio nome destas grandezas € uma
prova desde que foram denominadas “inexprimiveis”.

A categoria dos numeros irracionais ficou ainda pouco precisa
durante séculos por causa das nota¢des imperfeitas de outrora, que nao
permitiam a representacdo destes numeros de um modo coerente, ja
que eles eram designados por palavras e valores aproximados
aparentemente sem nenhuma relagdo uns com os outros. Como nao era
possivel defini-los corretamente, constatou-se simplesmente a sua
existéncia, sem poder implica-los num raciocinio geral.

Beneficiados por uma notacdo numérica muito eficaz e por uma
ciéncia cada vez mais avancada, os matematicos europeus dos tempos
modernos conseguiram ter sucesso onde seus antecessores tinham
falhado. Eles descobriram que estes numeros eram identificaveis a
numeros decimais sem fim, cujos algarismos apds a virgula nunca se

reproduzem na mesma ordem.

Alguns exemplos

2 =1,4142135623730950488016887242097...

7 =3,1415926535897932384626433832795...

(a letra grega “pi” representa a area e também metade do perimetro de

um circulo de raio 1.)



e=2,7182818284590452353602874713...

(base do sistema de logaritmos, inventado em 1617 pelo escocés John

Neper.)

Descoberta fundamental que permitiu uma melhor compreensao
desta categoria de numeros, jA que eles tém por caracteristica esta
propriedade.

Se 0 numero é irracional a parte decimal ndo segue um padréo,
isto é, ndo se repete nunca! Com o auxilio de um computador, podemos
calcular a representacdo decimal de J2 e de 7 com muitas casas
decimais para nos convencer deste fato. Embora estes niumeros com
suas aproximacfes vistas em computador com até bilhdes de casas
decimais sejam convincentes, isto n&o basta como uma prova
matematica. E possivel demonstrar logicamente que /2 é irracional e

também que os niumeros 7~ e e sao irracionais.

J2 ndo é um numero racional. Aristételes (384-322 a.C.), como
exemplo de uma demonstracdo por reducdo ao absurdo, demonstrou

que J2 n3o é um nudmero racional, isto é, ndo se pode escrever como

uma fracdo de dois inteiros.

Por absurdo, suponha que existem dois numeros naturais p e g, primos

entre si, tais que x/_:ap [isto é, suponhamos a fracdo g

pode ser

2
escrita na forma irredutivel] e (Ej =2. Entéo, p2 :2q2, isto implica que
q

p2 € um numero par e, conseqientemente, p também é par [porque se




fosse impar teriamos p=2k+1 para algum numero natural k e
p? = (2k +1)% = 4k? + 4k +1=4(k%® +Kk) +1 seria impar]. Se p é um namero par,
existe um natural k tal que p=2k e assim 4k2=2q2 & q2:2k2. Entdo q
seria par [porque q2é par], o que é absurdo visto que p e g sao primos

entre si.

Depois disso tudo, ainda restava a pergunta:

“0 que é numero?”

A resposta foi dada (ou construida) no inicio do século XX a custa de

mentes brilhantes, mas esta € uma outra historia.
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